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Uber die Stromung durch Turbomaschinen mit Potential im Meridianschnitt

Von Stanisltav Pejovié, Belgrad *)

Zum Berechnen der Stromung durch die Schoufeln einer Turbomaschine wird ein neues Verfahren
vorgeschiagen, bei dem man zundchst die radiale und die awiale Geschwindigkeitshomponenie aus der
Potentialairomung ermittelt, dann die hierzu passende Schauwfelform bevechnet und schiieflich hiermit
die tangentiale Geschwindigheitskomponente der wirbelbehafteten Strémung erhalt,

Die Btromung einer rotationssymmetrischen, inkompres-
siblen Flissigkeit durch die Schaufelrdume von Turbe-
maschinen ist keine Potentialstromung, da das Produkt r ¢y
aus dem Achsabstand » und der Umfangskomponente ¢,
der Absclutgeschwindigkeit ¢ nicht konstant sein kann, Im
folgenden wird aber gezeigt, dall und wie man die Potential-
strémung zumn Berschnen einer wirbelbehafteten Strémung
ausmutzen kann. Damit erhélt die Ermittlung der Ge-
sehwindigkeitsverteilung durch Zeichnen der Potential- und
der Strorlinien im Meridianschnitt einen theoretischen
Nachweis.

Betrachtet werden die Wirbelstrémungen, die im Meri-
dianschnitt das gleiche Stromlinienbild wie die Potential-
strémung haben. Man kann denn zuerst die Potemtial-
strémung im Meridianschnitt bercehnen und denach die
Daten der Wirbelstrémung ermitteln. Die Anelyse der
Bewegungsgleichungen liefert diec Bedingungen, unter denen
aich solehe Wirbelstromungen in Turbomaschinen verwirk-
lichen lassen.

1, Kinematische Gleichungen

Die Kontinuitéitegleichung der Strémung inkompressibler
Flassigkeiten lantet in Zylinderkoordinaten
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mit r als dem Achsabstand, @ als dem Umfangswinkel und
z als der axialen Koordinate sowie mit op, ey und ez als
den Komponenten der absoluten Geschwindigkeit ¢ in 7.,
- und z-Richtung. Die Komponenten £2,, £, und £, der
Stirke eines Wirbels in Richtung der #-, - und z-Koordi-
naten lauten
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2. Rotationssymmetrische Potentialstrdmung

Fir eine Potentialstromung gilt 2, = 2y, = 2, = 0
(d. h. wirbelfreie Strémung). Wihrend also Gl. (5) erhalten
bleibt, lauten Gl. {6} bis {8}
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Aus GL (9) und (11) folgt sofort v ¢y = konst, d. h. das
Produkt aus dem Achsabstand und der Umfangskompo-
nente der absoluten Geschwindigkeit muBl konstant sein.
Aus GL (5} und (10) erhiilt man die Geschwindigkeiten ¢,
und ¢.. Kine solche Potentialstrémung (¢ = grad ¢ mit ¢
als dem Vektor der Absoclutgeschwindigkeit und ¢ als einem
Potential} kann nur in den Schaufelfreiréumen der Turbo-
maschinen bestehen, Durch Auflosen der Laplaceschen
Gleichung oder mittels des Potentialnetzverfahrens, d. h.
durch Aufzeichnen der Aquipotentiallinien und der Strom.-
linien, laft sich die Potentialfunktion ermitte!n und danach
die ¢p- und die e.-Verteilung berechnen.

3. Wirbelstrimung

Eino rotationssymmetrische Stréomung durch die Schau-
felrbumoe von Turbomaschinen kann keine Potential-
gtréomung sein, weil in solchen Ridumen immer » ey 4= konst
igt. Die Strémung ohne Umfangswirbelkomponente ({2, = 0,
d. h, der Wirbelvektor hat nur Komponenten im Meridian-
schnitt) kann man aber mit Hilfe der entsprechenden
Potentialstrémung berechnen, Fiir diesen Fall gelten G, (5),
Gl (10) sowie
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Dabei sind Gl (5) und (10}, die ja die Verteilungen von cr
und ¢z liefern, identisch mit den (leichungen fir die
Potentialstrémung. Deshalb haben die Geschwindigkeiten
¢r und ¢; die gleichs Vorteilung bei der Wirbel- und der
Potentialstrimung und koénnen durch Beatimmen der
Strom- oder der Potentialfunktion errechnet werden. Damit
ist das Berechnunggverfahren fiir die Beschaufelungen der
Stromungsmaschinen durch Zeichnen der Potential- und
der Stromlinien im Meridiansehnitt fir den Fall sls richtig
nachgewiesen, daf3 die Wirbelumfangskomponente null ist.

4. Allgemeine Bewegungagleichungen

In Zylinderkoordinaten lauten die allgemeine Stromungs-
gleichung in Lambscher Schreibweise und die Kontinuitdts-
gleichung :
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mit fy, fu und fy als Komponenten der Feldkraft f in +-, @-
und z-Richtung, ¢ als der Dichte, p als dem #rtlichen
Druck und ¢ als der Zeit. Beschrénkt man sich wieder auf

&
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iber. Die Kontinuitdtsgleichung, Gl {21), ist sowohl bei
der Potent.ialsta-omung als such bei der betrachteten Wirbel-
stromung erfiiilt; eine weitere Untersuchung dieser Glei-
chung eriibrigt sich daher.

Die Energiegloichung lautet
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mit o = konst als der Winkelgeschwindigkeit des Laufrads
und @ (r, z} als einer zu jeder Stromfliche gehérigen Kon-
stante, die sich, im allgemeinen Fall, von Stromflicha zu
Stromfliche &ndert. Setzt man p sus GL (22) in Gl {18}
bis {20) ein, so folgt
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wihrend Gl. (18) fiir f, ungefndert hleibt.

5. Bewegungsgleichungen der Potentialstrimung

Fiwr die Potentialstrémung mit 2, = Qy = @, = 0 und
r ¢y = konet nehmen G1. (23}, (19) und (24) die Form

o P
fr=‘é“;, fa=10, fzzwa-"z— {25)
sowie die Energiegleichung bis auf eine Konstante, die man
mit in @ (r, 2) hineinnehmen kann, die Form

i o 2
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an. Die Gesamienergie dieser Potentialstromung éndert
aich nicht. Eine solche Stromung ist dasher fiir die Unter-
suchung der Bewegung in Turbomaschiren nicht von Be-
deutung.

8. Bewegungsgleichungen der Wirbelstrimung
Eine Wirbelstrémung, die in Meridianschnitten das
gleiche Btromlinienbild wie die Potentialstrémung hat, mul
. , : .
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die Bedingung 2y = 0 erfiillen. Somit erhilt man fiir fy
wieder Gl. {19) und fiir f; sowie f; an Stelle von Gl (23)
und {24) -

ad & (r ¢u)
fr=3;'+wT—cuﬂz (27)
baw,
@ are
P LW 3 (28)
. 12 (req) P a(rea
mit 2, = - azu und 12, :-’-_———;}u— AlsEnergie-

gleichung gilt wieder Gl. {22).

Die Lisung dieser Gleichungen ist auf verschiedene Arten
mbglich. Ein Lésungsverfahren ergibt sich auf folgende
Weise, Zuerst werden (1. (5) und (10) geldst, die sowohl
fir die Potentialstrémung als auch fir die Wirbelstromung
gelten, TUm die Meridianstréomung zu bekommen, die durch
G (8) und (10) gegeben ist, mufll man noch Gl, (27), (19)
und (28} befriedigen, die die Abhéngigkeit zwischen den
Feldkraftkomponenten f, fu und f,, der Funktion @ (r, z)
und der Umfangsgeschwindighkeit ¢y hestimmen. Die Schau-
feln der Turbemaschinen sollen also die Feldkraft { mit
den Komponenten fr, fu, f: erzengen, die Gl. (27), {18) und
{28} erfiillt. Damit liegen dann auch die nach diesermn Ver-
fahren berechneten Geschwindigkeiten imn Meridianschnitt
VOT.

7. Betrachtung der Sehaufelgleichung
Im eligemeinen Fall ist die Schaufelflichengleichung eine
willkiirliche Funktion y der Koordinaten r, ® und » geméf
yir, @, 2z) = (29)
mit ¥ als einer Konstante. Durch Einsetzen verschiedener
Werte fiur die Konstante (' ergeben sich verschiedene
Schaufelflichen, Ist die Btromung reibungslos, so steht die
Schaufelkraft in jedem beliebigen Punkt senkrecht anf der
Schaufeloberflache, Darum ergibt sich

f=24(r2)grad x(r, & 2}

mit 4 (r, 2) als siner willkiirlichen Funktion der Koordina-
ten r und z. In Zylinderkoordinaten lanten die Feldkraft-
komponenten

(80)

fro== A0, (31),
fo = Ad(r, 2) **:* g'};“ (32),
fr =20 Z)g—f (33).

Fiir eine rotationsgymmetrische Stromung ist auch die Feld-
kraft rotationssymmetrisch. Die Schaufelflachengleichung
muf} algo diese Bedingung erfiillen. Bel einem rotations-
symmetrischen Schaufelkraftfeld missen die Ableitungen
der Schaufelkraftkomponenten nach @ verschwinden, also -
die Bedingungen
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erfiillt sein., Nun wird Gl. (35) befriedigt, wenn die Funk.
tion x die Gostalt :

x(r,@,2) = puir,g) — O p1 (r,2) (371

mit g {7, 2) und wy (r, 2} als zwei Funktionen von + und z
allein hat. Daraus folgen fiir 1. (34) und (36) die Bedin-

gungen

&2 By (7, 2)

drea@ = a0 (38).

2y A (7, 2)

dzo® az =90 (39).
Aus Gl (38) und (39} folgt

may =K . .. .. . 4

mit K als einer belisbigen Konstante. Danach hat die
Schaufeliléchengleichung die Form

282 —pl - KO =0 (41),
die recht einfach fiir die weitere Betrachtung ist, weil die
Funktion y (r, &, z) jetzt aus zwei Teilen hesteht, von denen
der ergte Teil nur von den Koordinaten r und z und der
zweite Teil lediglich linear von der Koordinate @ abhéngt.

Mit ¥ nach Gl. (41) lanten Gl (31) bis {33)

fr = 4(r, z)w . {423,
fu= — A(»2 E (43),
r
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Setzt man diege Schaufelkraftkomponenten in Gl (2'?.), {19)
und (28) ein und boachtet weiterhin GL, {12) und (13) far
2: bzw, 2, so folgt
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Die Lissung von Gl. (45} bis (47) ergibt die Schaufelflichen.
Das Meridianstromlinienbild ist dann das gleiche wie bei
der Potentialstrémung. Turbomaschinen haben aber lteine
unendlich grofie 8chaufelzahl. Die Bedingungen der Rota-
tionssymmetrie sind deshalb nieht vollig erfiillt; jedoch
bleiben die Abweichungen ven der Rotationssymmetrie
klein, wie L. H. §mith [1] nachgewiesen hat. Man soll jedoch
danach streben, daB die iiber die Umfangskoordinate &
gobildeten Mittelwerte der Stromungsgrifien die aufgestell-
ten Gleiehungen erfillen,
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8. Zusammenfassung

Die Lbaung der hergeleiteten Gleichungen ist auf ver-
schiedene Arten méglich. Ein Lésungsverfahren bestent in
Folgendem. Zuerst 1dst man Gl (5) und {10}, die gleicher-
maflen fiir die Potentialstrémung und die Wirbelstrémung
golten, und erhalt so die Verteilung der Geschwindigkeits-
komponenten ¢, und ¢;. Fiihrt man die Potentialfunktion ¢
und die Stromfunktion ¢ nach den Gleichungen

Dr_g?" =7 5z (48],
fe  1dw
R T R (49)

ein, so lafit sich die Losung von Gl (5) und {10} entweder
mittels der Laplaceschen (leichung
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fir die Stremfunktion finden. Wenn die Radial- und die
Axialgeschwindigkeitskomponenten ¢y (v, 2) und e; (r, 2}
bekannt sind, muB man GL (45) bis {(47) lSsen, um die
unbekannten Funktionen g (r, 2) und A (r, 2z} sowie die
Konatante K, die die Schaufelform kennzeichnen, und die
Umfangsgeschwindigkeitskomponente oy (r, 2) zu bestim-
men. Die Funktion @ (r, z) ist durch die Anfangsbedingun-

n vor der Beschaufelung nach der Energiegleichung
(Gl (22)) gegeben. Kinige spezielle Lisungen des angegebe-
nen Gleichungssystems, die aber nach einem viel verwickel -
teren Verfahren gefunden worden sind, kann man aus
[2 bis 4] entnchmen.,
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