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In einer fritheren Arbeit (Konstruktion 19 (1967) Heit 9, S, 358/360) wurde die Berechnung der Geschwindigkeitsverteilung far
den Fail abgeleitet, daB die Strémungsrichtung bekannt ist. Im vorliegenden Beitrag wird gezeigt, dal ein aus der Eulerschen
Gleichung und der Energiegleichung abgeleitetes allgemeines Niherungsverfahren zur Berechnung der Strémungsverteilung auch
bei rinmlich nicht-rotationssymmetrischer Strdmung Giiltigkeit hat. Dieses Verfahren wurde durch Messungen im Spalt zwischen
Lauf- und Leitrad eines einsiufigen Axialgeblises mit gestorter Zustrdmung fiberpriift. Die berechneten Geschwindigkeitsvertei-
lungen fiber dem Radius an verschiedenen Stellen auf dem Umfang stimmen gut mit den gemessenen iiberein.

Stromungsgleichungen

Die allgemeine Bewegungsgleichung fiir reibungsfreie
Stromung in veletorieller Schreibweise lautet

DeiDi=f—1jg-Vp. n

wobei ¢ der Geschwindigkeitsvektor, g die Dichte des stré-

mencden Mittels, ¢ die Zeit und f eine Feldkraft bedeuten.
Fur weitere Betrachtungen werden krummlinige ortho-

gonale Koordinaten gewihlt, Die Koordinatenrichtungen

sind :

Meridianrichtung 1, in Richtung der Meridiangeschwindig-

keit, definiert durch die Gleichung

g = 7,-COS 8 + Fp-5in 8 ; (2)

Normalrichtung #,, Richtung normal zu den Stromlinien
in der Meridianebene

Ty = —Z,sind + 7oc08 8 ; {3)

Umiangsrichtung éﬂ mit der Koordinate @, wie im Zylin-
derkoordinatensystem.

Hierbei sind 7, und 7, die Einheitsvektoren der Zylinder-
koordinaten » und z, #, der Einheitsvektor in Richtung der
Meridiangeschwindigkeiten, 7, der Einheitsvektor in Nor-
malrichtung, &, der Einheitsvektor in Umfangstichtung
und & der Winke! zwischen Axial- und Meridiangeschwin-
digkeiten.

Um Gl. (1) in dieses Koordinatensystem iibertragen zn
kénnen, bendtigt man weiterhin die Einheitsvektorab-
leitungen der Zylinderkoordinaten

DT;M'D‘ = cyfr - én * 4
DB,/Dt = — c,lr+ ¥, (s

Die Ableitung des Einheitsvelktors in Meridianrichtung
findet man aus GL (2)

Dimg/D t = D3/Di- 7y + &,y - sin 8- 6 (6}
und die des Einheitsvektors in Normalrichtung ans Gl. {3)
Dig/Di = — D&/DE . mig + Goufr - €055 - G, . (n

Weiterhin ist D§/Df = D§/Dm . DmjDt = ¢, D4/Dm. Da
& der Winkel zwischen der Axialrichtung und der Tangente
der Meridianbahnkurven ist, die man durch Rotation des
Bahnkurventeilchens in eine Meridianebene & = const. er-
hilt, gibt der Ausdruck Dm/Dd den Kriimmungsradius der
Meridianbahnkurven an, denn es ist

Dé/Dm = 1R . (8)
Damit ist
D4/Dt = ¢ /R, {9
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und die Gln. {6) und {7} lauten

Difg/DE = €[ R - g + £yf7 - sin 6. 8y, {10

Dug/Dt == — ¢p/R g + ¢yfr - co8 8- 6. {11)
Setzt man in die Gl (1)
G = Gy g + - By, (12}

wobei ¢, die Meridian- und ¢, die Umfangskomponente der °
drtlichen Geschwindigkeit ¢ bezeichnen, so bekommt man
mit Hilfe der Gln. (2) bis {11} die Bewegungsgleichungen
im m,n, @-Koordinatensystem

DeyfDt — cljr-sind = f,, — 1jo- 8plém,
cRiR —Afr.cosd =, — 1fo. 8pfén,
DeyfDt 4 (e - €u)fr - sind = f, — tfa- 8p/(r - 26)

{13)
{14)
(1s)

mit f,, f, und f, als Komponenten der Feldkraft ;“ in m-,
#- und Umfangsrichtung.

Die absolute Geschwindigkeit ¢ entsteht durch vekto-
rielle Addition der Relativgeschwindigkeit @ und der Um-
fangsgeschwindigkeit » == » w, mit w© == const. als Winkel-
geschwindigkeit des Laufrades:

T=wtor &,

Entnimmt man hieraus die Komponenten

‘ Cmy = Wy (16}
und
un
und setzt diese in die Gln. (13} bis (15} ein, so ergibt sich
im relativen Koordinatensystem, das mit der Winkelge-
schwindigkeit w des Laufrades umliufe,

Gy =W, + wr

DDt — (w, + @ r)3r-sind = f, — 1fp- & pjem  (18)

Wi/R — (wy + w)fr.-cosd = fu — 1fp- 8 pfan,  (19)
Dw, + wr)fDi + w,, - (w, + wr)jr-sind =

=f, — 1jp- 8pflr. 86) . (20}

Da fiir die Ableitungen der Gln. (13} bis {15) und (18)
bis (20) keine anderen als nur die allgemeinen Voraus-
setzungen fiir - Gl. (1) getroffen wurden, so geleen diese
Gleichungen, genau wie Gl (1), sowohl fiir die Betrachtung
einer rotationssymmetrischen als auch fiir eine allgemeine
Strémung.

Bisher wurden die Glo. (14} und {19) nur fiir den rota-
ticnssymmetrischen Fall angewendet; hier soll gezeigt
werden, daB sie auch fiir dreidimensionale nicht-rotations-
symmetrische Stromung verwendbar sind.

Filr die weitere Untersuchung werden nur noch die
Gln. {t4) und {15) betrachtet, die ihre Form unter der
Voraussetzung rotationssymmetrischer Strémung nicht
verdndern. :

Die Energiegleichung fiir die Relativstrémung lautet

Sile dp + (wr + w2 =4k, {21)



© dgofO = 5, dgnjw = dOJ0 = dwf[ut -

~, Hierin bedeuten dm == ¢, - d¢, und dn == ¢,
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wobei 4 eine fiir eine Stromlinie bei stationfrer Stromung

geltende Konstante ist, die sich mit » und & andern kann,
Ans den GlIn. {10) und ({21) ergibt sich

w- Bwjen — wi /K 4+ wiiv-cosd + 2w, - cosd —
— BR[EBA fy = 0. (22)

Ist die Strémungsrichtung durch die Winkel 8 und 4 be-
Yannt, dann ist
w, = w-sin § und w,=w:cosf,
und Gl. (22) lautet
w. dwlen 4+ wt. (1jr.cos? 8:cosd — 1/R . sin® §} +

+2ww-cosf.cosd — hjen + f,=0. (23)
Sind in dieser Gleichung auler der Geschwindigkeitsver-
teilung alle GridBen bekannt, so 1ABt sich ein entsprechen-
des System von gewShxlichen Differentialgleichungen auf-
stellen:

(1/R - sin? § — 1/r X

x cos?f.c08d) — 2mw.cos f.eosd + ehfen — f,] .
(24)

» dg,. mit g,

~ und g, als krummlinige Koordinaten und e, und ¢, als

Lamesche Koeffizienten. Zwei Ldsungen dieses Gleichungs-
systems lauten

g = const, = &, (25}
@ = const. = {26)

Die dritte Lisung
LW, g Oy, O} = const, = 7 {27)

tindet man aus der Gleichung
w - dwfle, - dgy) + w*- (1/r-cos® B cos & — 1/R - sin?f) +
4 2ww-cos feosd — BRlém + [ = {28)

Eine willkiirliche Funktion » == f(§ £} ist das allgemeine
Integral der Gleichung (23).

Diese Losung wurde abgeleitet mit denselben Voraus-
setzungen wie fiir die allgemeine Bewegungsgleichung
(Erlersche Gleichung) und weiterhin wegen der Energie-
gleichung (21) unter der Voraussetzung, dall die Strémung
stationdr ist.

Die allgemeine Lgsung kann man durch Niherungsver-
fahren finden. mul jedoch einen groBfen Arbeitsaufwarid
in Kauf nehmen. Es ist aber mdglich, die I.dsung schneller
durch eine elektronische Rechenmaschine zu erhalten,

Eine Lésung der Gl. (28)

Als Beispiel fiir die praktische Anwendung des Ver-
fahrens wird die absolute Strémung in einem schanfel-
freien Raum betrachtet. Da dann fy =0, =0, w = ¢
und fl = x gesetzt werden kann, vereinfacht sich Gl. (28}
zu

¢ - def{e, da,) + c*. (1/r. costx-c08d — 1/R-sinte) —
— ghjom = 0 (29}

Diese Gleichung liG€ sich einfacher auch aus Gl (14} ab-
leiten, wenn % als Gesamtenergie bezeichnet wird,
Mit der Abkiirzung

q'n
cos? z- cos é sint &
7= [ (P ) ede )
Ine )
ist die Lésung von Gl. {29)
F .
c*. 31!— 2. gu 25-:,-dq,,==cc_mst._zn. {31)
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Bild 1. Gemessene Geschwindigkeits-, Gesamtenergie- nad Stid-
mungswinkelverteilung iiber der Abwicklung im Spailt zwischen
Lauf- und Leitrad.

Eine willkiirlicke Funktion = £ (§, {} gibt das aligemeine
Integral der Gl (2%} {fiir dieses Beispiel)

“an

63-6'21—2~ a‘;

27 g, dg, = (8D =/ ga 9) .

L
(32)
worin £ und { aus den Gln. (25) und (26} gesetzt sind, Aws
dieser Gleichung erkennt man, daB 7(g,,, &) =c} die dbso-
lute Geschwindigkeit fiir g, = g, ist, weshalb man die L6-
sung auch in der Form schreiben kann
“a . 1z
cie'J-(é-‘?n-Fz- £-e21-dn) ; {33)
e Cy
wobei nocli 8, dg,, = dn gesetzt isk,

In dieser Gleichung sind alle GréSen von der Koordi-
nate @ und der Kcordinate g,, implizit abbiingig; deshalb
dndert sich die Form dieser Gleichung nicht fiir den Fall,
dal rotatiovnssyrmumetrische Strdmung vorausgesetzt wird.
Die Henstante cni lABt sich bei rotationssymmetrischer
Strdmung durch die Kontinuitidtsgleichung ermitteln, da
dann alle GréBen voraussetzungsgemal unabhingig von €
sind,

Die Kontinuititsgleichung fiir den Massestrom 7 lautet

. X e
m=25. f p.¢.-8ink-r.dn,
H
wobei die Integration lings eirer Normallinie iiber den
gesarmten Durchstrémquerschpitt durchgefihrt werden
muf (# = 0 und 7 = n, sind die Endpunkte dieser Nor-
mallinie).
Fiir dex allgemeinen Fall lautet die Kontinuitifsglei-

churg

(34)

in fa
m=/[ fo.c-sina.7. dnd6 . (33)

L :
Um hieraus die Gréfe 24,, die jetzt eine Funktion von g,,
und @ ist, fiiv Gl. {33) berechnen zu konnen, mu8 noch
eine weitere Gleichung bekannt sein. die die A.ndenmg der
Geschwmdngne;t ¢ iiber © angibt,

Da die Anderung von ¢ iiber © in Integralform nicht

beleannt ist, wird im folgenden Zahlenbeispiel die GroBe ca 4
durch: MeBdaten reveben -
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:/g —— . , berechnet ungd mit der gemessenen Geschwindigkeitsver-
m errechnele teilung verglichen werden.
Gesciw g verg
o Gaeoe Jemesseng mtﬂgkeffmrfe.rfmg Fiir die Berechnung wird vorausgesetzt, dall radiale Ge-
o ‘\_-L}gemmm g-und ce- Vorteil schwindigkeitskomponenten sehr klein sind, d. h. 8 = 0,
1N E dn = dr, R = co. Damit lautet die Gleichung (3
- ) | == dF, . ung {33)
25 K T ~— ¥
© i -7 Bh g . \12
2 | 1 c=¢g (cl+2f673 dr (36)
! o r . -
. ‘ | | ! mit der Abkiirzung aus Gl. {30)
- a0 T T -
mmm/\ '/JE\ i cos? x
3 B S S s= [ (37)
&0° i | \ (AT :
r 5 waobei ¢, die Geschwindigkeit am beliecbigen Radius » = 1,
N I bedentet,
. [N Fiir dieses Be:splel wird », als arithmetischer Mlttel—
b T : N wert zwischen Naben- und Gehausehalbmesser gewé.hlt
/ I _ Inden Bildern 2, 3 und 4 sind die gemessenen g- und «-
wl : ’ ) ! ! Verteilungen iiber dem. Radius fiir die gewahiten &-Werte
D120 130 H0 w0 0 1 160 mm 200 eingezeichnet. Die daraus nach Gl. (36) berechn&te Ge-

S

Biid 2. Errechnete Geschwmdlgkeltsvertellung und gemessene
Verteilungen fiir @ = 0°,

Zahlenbeispiel

Um die Giiltigkeit der abgeleiteten Gleichung (33) fiir
eine nicht-rotationssymmetrische Strdmung zu iiberpriifen,
wurden Messungen im Spalt zwischen Lauwf- und Leitrad
an einem einstufigen Axialgeblise bet gestérter Zustro-
mung durchgefiihrt.

In Bild 1 sind die gemessenen V', ertellungen

Gesamtenergie g
Stromungswinkel «
und Geschwindigkeit ¢

iiber der Abwicklung @ fiir drei verschiedene Radien dar-
gestellt. Ans diesem Diagramm ist deutlich zu erkennen,
dal die Strémuhg nicht rotationssymmetrisch ist. Nach
Gl {33} soll jetzt die Geschwindigkeitsverteilung fiir & = 0°,
150° und 195° dus der gemessenen g- und a-Verteilung
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-Bild 3. Errechnete- Geschwmchgke:tsverteﬂung und gemessene

Verteilungen- fur & =507,

schwmdzgkeltsvertellung iiber, dem Radius ist. Jeweils als
durchgezogene Linie angegeben. Die gemessene Geschivin-
digkeitsverteilung ist durch MeBpunkte gekennzelchnet‘
Aus diesen Diagrammen ist eine gute Ubere:mstxmmung
zwischen Rechnung und Messung zu erkennen, - Merkhche
Abweichungen treten nur im gestSrten Bereich (@ = 159},
und zwar an der Nabe anf. Sie werden damiit begriindet
sein, dal hier radiale Strémungskemponentén nicht- ver-

‘nachlidssigbar klein und damit die Voraussetzungen 4 =z

und R A2 oo nicht erfiillt sind.

Zusammenfassung b

Das abgeleitete Niherungsverfahren zur Berechnung
der Geschwindigkeitsverteilung in einem bestimmten Quer-
schnitt wurde bisher nur aunf rotationssymmetrische. Stri-
mung angewendet. Hier wurde anhand emer Ableitung
gezeigt, daB die Voraussetzung der Rotatwrissymmetne
nicht erforderlich und dieses Niherungsveriahren weiter-
gehend auf den Fall der allgememen nicht- rotatlonssymme-
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Bl.ld 4. Errechnete Geschwmdl.gkettsvertellung und gemessene
Verteilungen fiir @ = 195°
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trischen Strdmung anwendbar ist. Aus einem Vergleich
zwischen berechneten ond gemessenen Geschwindigkeiten
folgt, dal die nach diesern Verfahren berechnete Verteilung
gut mit der wirklichen Strémuong dbersinstimmt.
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